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Abstrak 

Misalkan diberikan graf G dan H sebarang. Notasi F→ (𝐺, 𝐻) menyatakan bahwa terdapat 

sebarang pewarnaan merah-biru terhadap sisi-sisi graf F mengakibatkan F memuat subgraf 

merah graf G atau subgraf biru graf H. Graf F dikatakan graf ramsey (G,H)-minimal jika 

F→ (𝐺, 𝐻) dan untuk setiap sisi pada graf F maka F-e↛ (𝐺, 𝐻). Kelas Ramsey (G,H)-

minimal dinotasikan ℛ(𝐺, 𝐻). Pada penelitian ini akan ditentukan graf yang termasuk 

kedalam kelas Ramsey minimal ℛ(3𝐾2, 2𝐾5). 

Kata kunci: Graf; Graf lengkap; Graf Ramsey minimal 

 

Abstract 

For given two graphs G and H, the notation F→ (𝐺, 𝐻) means that any red-blue coloring 

of all the edges of F contains a red copy of G as a subgraph or a blue copy of H as a 

subgraph. A graph F is Ramsey (G,H)-minimal if F→ (𝐺, 𝐻)  and for any edge e in F then 

F-e↛ (𝐺, 𝐻). The class of all (G,H)-minimal graph, is denoted by ℛ(𝐺, 𝐻). In this 

research, we determined graphs in ℛ(3𝐾2, 2𝐾5). 
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PENDAHULUAN 

Frank Plumptom Ramsey memperkenalkan teori Ramsey dalam tulisannya yang 

berjudul On a Problem of Formal Logic (Ramsey, 2009). Teori ini diaplikasikan oleh Erdos 

kedalam teori graf. Teori graf merupakan cabang kajian ilmu yang mempelajari sifat-sifat 

graf. Graf G adalah pasangan terurut (V(G),E(G)) dengan V(G) merupakan himpunan titik-

titik yang tidak kosong dan E(G) merupakan himpunan sisi-sisi.  

Graf yang dibahas dalam penelitian ini adalah graf sederhana, berhingga, dan tidak 

berarah. Misalkan diberikan graf G dan H sebarang. Notasi 𝐹 → (𝐺, 𝐻) menyatakan bahwa 

terdapat sebarang pewarnaan merah-biru terhadap sisi-sisi graf F mengakibatkan F memuat 

subgraf merah graf G atau subgraf biru graf H. Graf F dikatakan graf Ramsey (G,H)-

minimal  jika 𝐹 → (𝐺, 𝐻) dan untuk setiap sisi pada graf F maka F-e↛ (𝐺, 𝐻) (Burr, S. A., 

1978). 

Terdapat beberapa hasil terdahulu terkait graf Ramsey (G,H)-minimal, untuk 

beberapa G dan H. Burr dkk (1976) membuktikan bahwa ℛ(2𝐾2, 2𝐾2) = {3𝐾2, 𝐶5} dan 

ℛ(𝐾1,2, 𝐾1,2) = {𝐾1,3, 𝐶2𝑛+1} untuk 𝑛 ≥ 1, dimana 𝐾𝑡 adalah graf lengkap dengan t titik, 

untuk 𝑡 ≥ 1, dan 𝐶𝑠 adalah graf siklus dengan s titik, untuk 𝑠 ≥ 3. Baskoro dan Yulianti 
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(2011)  memberikan beberapa karakterisasi graf yang termasuk kedalam ℛ(2𝐾2, 𝑃𝑛) untuk 

𝑛 ≥ 2, dimana 𝑃𝑛 adalah graf lintasan dengan n titik. Baskoro dan Wijaya (2015) 

menentukan beberapa graf yang termasuk kedalam ℛ(2𝐾2, 𝐶4). Kemudian, Wijaya dkk  

(Wijaya et al., 2015) (Wijaya, K., Yulianti, L., et al., 2015)  memberikan semua graf yang 

termasuk kedalam ℛ(2𝐾2, 𝐾4),  ℛ(2𝐾2, 𝐶4). Selanjutnya, Wijaya dkk (2018) menentukan 

graf yang termasuk kedalam ℛ(4𝐾2, 𝑃3). Wijaya dkk (2020) menentukan subdivisi pada graf 

yang termasuk dalam ℛ(𝑚𝐾2, 𝑃4). Silaban dkk (2008) mengkonstruksi graf yang termasuk 

kedalam ℛ((𝑚 + 1)𝐾2, 𝑃4). Hadiputra dan Silaban (2021) memberikan infinite family 

yang termasuk dalam ℛ(𝐾1,2, 𝐶4). Wijaya dkk (2022) menentukan graf yang termasuk 

dalam ℛ(3𝐾2, 𝑃5). Hasil lain terkait graf matching adalah graf yang termasuk kedalam 

(Wijaya et al., 2015) ℛ(𝑚𝐾2, 𝑃3), (Wijaya et al., 2016) ℛ(3𝐾2, 𝐾3), (Tatanto & Baskoro, 

2012) ℛ(2𝐾2, 2𝑃𝑛). 

Graf lengkap 𝐾𝑛 adalah graf terhubung dengan n titik dimana setiap titiknya 

bertetangga dan setiap titik memiliki derajat 𝑛 − 1. Graf 3𝐾2 (matching) adalah 3 buah 

graf lengkap dengan 2 titik dan graf 2𝐾5 merupakan dua buah graf lengkap dengan 5 titik. 

Pada penelitian ini akan dicari graf yang termasuk dalam kelas Ramsey minimal 

ℛ(3𝐾2, 2𝐾5). 

 

 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

Pada bagian ini akan diberikan graf yang menjadi anggota kelas Ramsey minimal 

untuk pasangan graf 3𝐾2 dan graf 2𝐾5. 

 

Teorema 1. Jika terdapat graf  3𝐾2 dan graf 2𝐾5, maka diperoleh bahwa {2𝐾9, 4𝐾5} ⊆
ℛ(3𝐾2, 2𝐾5).  

 

 
Gambar 1. Graf 𝟐𝑲𝟗 

 

 

 
Gambar 2. Graf 𝟒𝑲𝟓 
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Bukti. 

Himpunan titik dan himpunan sisi dinyatakan sebagai berikut. 

𝑉(2𝐾9) = {𝑥𝑖,𝑗 | 1 ≤ 𝑖 ≤ 2, 1 ≤ 𝑗 ≤ 9} 

𝐸(2𝐾9) = {𝑥𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑘  | 1 ≤ 𝑖 ≤ 2, 1 ≤ 𝑗 ≤ 9, 1 ≤ 𝑘 ≤ 9, 𝑗 ≠ 𝑘} 

𝑉(4𝐾5) = {𝑦𝑖,𝑗 | 1 ≤ 𝑖 ≤ 4, 1 ≤ 𝑗 ≤ 5} 

𝐸(4𝐾5) = {𝑦𝑖,𝑗𝑦𝑖,𝑘  | 1 ≤ 𝑖 ≤ 4, 1 ≤ 𝑗 ≤ 5, 1 ≤ 𝑘 ≤ 5, 𝑗 ≠ 𝑘} 

 

Kasus 1. Akan dibuktikan 2𝐾9 → (3𝐾2, 2𝐾5). Pandang sebarang pewarnaan merah-biru 

terhadap sisi-sisi pada graf  2𝐾9. Pertama, andaikan terdapat 3𝐾2 merah, maka pembuktian 

selesai. Selanjutkan misalkan tidak terdapat 3𝐾2 merah, sehingga maksimal subgraf 

merahnya adalah 2𝐾2 merah. Jika  graf 2𝐾9 tidak memuat 3𝐾2 merah, maka subgraf 

merahnya berbentuk 2𝐶3, 2𝐾1,8, 𝐶3 ∪ 𝐾1,8 atau 𝐾5. Perhatikan bahwa 2𝐶3 memuat 2𝐾2 

merah. Andaikan subgraf merahnya berada pada komponen pertama. 2𝐶3 memiliki 6 titik, 

sehingga jumlah titik pada komponen graf yang pertama 9, dikurangi dengan 6 titik pada 

subgraf merah menyisakan 3 titik. Perhatikan bahwa, terdapat 2 buah graf 𝐶3 sehingga 2 

titik ditambah dengan 3 titik tersisa adalah 5 titik yang mana dapat memuat 𝐾5 biru. 

Kemudian, 𝐾5 biru selanjutnya berada pada komponen kedua. Pembuktian untuk bentuk 

subgraf lainnya serupa. Akibatnya, 2𝐾9 → (3𝐾2, 2𝐾5).  

 Kedua, akan ditunjukkan bahwa 2𝐾9\𝑒 ↛ (3𝐾2, 2𝐾5) untuk setiap sisi pada graf 

2𝐾9. Perhatikan bahwa 2𝐾9 memiliki dua komponen, Jika sisi yang dihapus adalah sisi 

pada graf komponen pertama, maka lakukan pewarnaan pada graf komponen pertama 

dengan 𝐾5 merah, sehingga tidak terdapat 𝐾5 biru pada komponen pertama. Hanya 

terdapat satu 𝐾5 biru pada komponen kedua. Akibatnya tidak terdapat 2𝐾5 biru pada 

graf 2𝐾9\𝑒. Pembuktian serupa jika sisi yang dihapus adalah sisi pada komponen 

kedua. Dengan demikian, tidak terdapat 3𝐾2 merah dan 2𝐾5 biru pada 2𝐾9\𝑒. 

Sehingga 2𝐾9\𝑒 ↛ (3𝐾2, 2𝐾5), untuk setiap sisi e pada graf 2𝐾9. 

 

 

Kasus 2. Akan dibuktikan 4𝐾5 → (3𝐾2, 2𝐾5). Perhatikan sebarang pewarnaan merah-biru 

terhadap sisi-sisi pada graf  4𝐾5 yang tidak memuat 3𝐾2 merah, sehingga maksimal subgraf 

merahnya adalah 2𝐾2 merah. Jika graf 4𝐾5 tidak memuat 3𝐾2 merah, maka subgraf 

merahnya berbentuk 2𝐶3, 2𝐾1,4, 𝐶3 ∪ 𝐾1,4 atau 𝐾5. Perhatikan bahwa 2𝐶3 memuat 2𝐾2 

merah. Graf 4𝐾5 memiliki empat komponen. Andaikan subgraf merahnya yaitu dua buah 

graf 𝐶3 berada pada komponen pertama, maka jelas bahwa terdapat 2𝐾5 biru pada 3 sisa 

komponen. Selanjutnya, andaikan dua buah graf 𝐶3 berada pada dua komponen berbeda, 

maka terdapat dua sisa komponen yang dapat memuat 2𝐾5 biru. Pembuktian untuk bentuk 

subgraf lainnya, dapat dilakukan dengan cara yang sama Akibatnya, 4𝐾5 → (3𝐾2, 2𝐾5). 

Kedua, akan ditunjukkan bahwa 4𝐾5\𝑒 ↛ (3𝐾2, 2𝐾5) untuk setiap sisi pada graf 

4𝐾5. Perhatikan bahwa 4𝐾5 memiliki empat komponen, misalkan keempat komponen 

itu adalah A, B, C, dan D. Tanpa mengurangi perumuman, misalkan e berada pada 

komponen A. Lakukan pewarnaan 𝐶3 merah pada komponen B dan C. Selanjutnya 

sisi-sisi yang tersisa diwarnai biru. Pewarnaan tersebut akan mengakibatkan tidak 

terdapat 3𝐾2 merah maupun 2𝐾5 biru. Sehingga diperoleh 4𝐾5\𝑒 ↛ (3𝐾2, 2𝐾5), untuk 

setiap sisi e pada graf 4𝐾5. 
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KESIMPULAN DAN SARAN 

Dalam artikel ini diperoleh bahwa graf 2𝐾9 dan graf 4𝐾5 merupakan anggota dari 

kelas Ramsey minimal untuk pasangan graf (3𝐾2, 2𝐾5). Penulis menyarankan untuk 

peneliti selanjutnya mencari graf lain yang termasuk dalam ℛ(3𝐾2, 2𝐾5). 
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